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KDV EHHQ SUHSDUHG� DQG LWV GHFRPSRVLWLRQ PHFKDQLVP ZDV VWXGLHG

E\ 7*� 7KH ,5 VSHFWUD RI WKH SURGXFWV RI WKHUPDO GHFRPSRVLWLRQ ZHUH H[DPLQHG DW HYHU\ VWDJH�

.LQHWLF DQDO\VLV IRU WKH ILUVW VWDJH RI WKHUPDO GHFRPSRVLWLRQ SURFHVV ZDV REWDLQHG E\ 7* DQG

'7* FXUYHV� DQG NLQHWLF SDUDPHWHUV ZHUH REWDLQHG IURP WKH DQDO\VLV RI WKH 7*�'7* FXUYHV ZLWK

LQWHJUDO DQG GLIIHUHQWLDO HTXDWLRQV� 7KH PRVW SUREDEOH NLQHWLF IXQFWLRQ ZDV VXJJHVWHG E\ FRPSDUL�

VRQ RI NLQHWLF SDUDPHWHUV�

.H\ZRUGV� QRQ�LVRWKHUPDO NLQHWLFV� TXDWHUQDU\ DPPRQLXP� WHWUDSKHQ\OERUDWH� WKHUPDO GHFRP�
SRVLWLRQ

,QWURGXFWLRQ

6RGLXP WHWUDSKHQ\OERUDWH LV ZLGHO\ XVHG LQ LQRUJDQLF DQDO\VLV� RUJDQLF DQDO\VLV�
PRGHUQ HOHFWURFKHPLFDO DQDO\VLV� RSWLFDO DQDO\VLV� RUJDQLF V\QWKHVLV� FDWDO\VLV HWF�
6LQFH :LWWLQJ DQG KLV FRZRUNHU V\QWKHVL]HG 1D%3K� LQ ��� >�@� WKH FKDUDFWHULVWLFV RI
DONDOL PHWDO DQG DONDOLQH HDUWK PHWDO WHWUDSKHQ\OERUDWHV KDYH EHHQ ZLGHO\ VWXGLHG�
+RZHYHU� YHU\ OLWWOH ZRUN LV IRXQG LQ OLWHUDWXUH FRQFHUQLQJ DPPRQLXP DQG VXEVWL�
WXWHG DPPRQLXP FRPSRXQGV RI WHWUDSKHQ\OERUDWHV� HVSHFLDOO\ QR ZRUN LQ UHVSHFW RI
TXDWHUQDU\ DPPRQLXP FRPSRXQGV� +HUH� RQH TXDWHUQDU\ DPPRQLXP WHWUDSKHQ\OER�
UDWH ZDV SUHSDUHG DQG FKDUDFWHUL]HG� 7KH WKHUPDO GHFRPSRVLWLRQ PHFKDQLVP DQG NL�
QHWLF SDUDPHWHUV ZHUH VWXGLHG XQGHU QRQ�LVRWKHUPDO FRQGLWLRQV� WKH $FKDU GLIIHUHQ�
WLDO HTXDWLRQ >�@ DQG WKH &RDWV�5HGIHUQ LQWHJUDO HTXDWLRQ >�@ ZHUH XVHG WR DQDO\]H

����±�������� � ����

 ���� $NDGpPLDL .LDGy� %XGDSHVW

$NDGpPLDL .LDGy� %XGDSHVW

.OXZHU $FDGHPLF 3XEOLVKHUV� 'RUGUHFKW

 $XWKRU WR ZKRP DOO FRUUHVSRQGHQFH VKRXOG EH DGGUHVVHG�

 3UHVHQW DGGUHVV� .DLIDTX 6FKRRO� :HLKDL� 6KDQGRQJ 3URYLQFH� �������



WKH QRQ�LVRWKHUPDO GHFRPSRVLWLRQ SURFHVV� 7KH LQWHJUDO DQG GLIIHUHQWLDO HTXDWLRQV
DUH DV IROORZV�

OQ�J�α��7��  OQ�$5�β(� − (�57 ���

OQ>�Gα�GW��I�α�@  OQ$ − (�57 ���

,Q WKH DERYH HTXDWLRQV� α ± LV WKH IUDFWLRQDO GHFRPSRVLWLRQ� 7 ± WKH DEVROXWH WHP�
SHUDWXUH �.�� Gα�GW ± WKH UHDFWLRQ UDWH� $ ± WKH SUHH[SRQHQWLDO $UUKHQLXV IDFWRU �6−���
β ± WKH KHDWLQJ UDWH �. PLQ

−��� ( ± WKH DSSDUHQW DFWLYDWLRQ HQHUJ\ �- PRO
−��� 5 ± WKH

JDV FRQVWDQW �- PRO
−�

.
−�� I�α� DQG J�α� ± WKH GLIIHUHQWLDO DQG LQWHJUDO IXQFWLRQV� UH�

VSHFWLYHO\�

([SHULPHQWDO

3UHSDUDWLRQ RI WKH FRPSRXQG

$QDO\WLFDO JUDGH 1D%3K�� 1�1�GLPHWK\ODPLQH� W�EXW\OEURPLGH DQG F\FORKH[\O�
EURPLGH ZHUH XVHG DV UHFHLYHG� (WKHU �$5� ZDV WUHDWHG ZLWK )H62� VROXWLRQ DQG GLV�
WLOOHG DW ����� . �Q'

�� �������� 'HLRQL]HG ZDWHU ZDV UHGLVWLOOHG �FRQGXFWLYLW\
����⋅��−� 6 P

−���
3UHSDUDWLRQ RI 1�1�GLPHWK\OF\FORKH[\ODPLQH� 1�1�GLPHWK\OF\FORKH[\ODPLQH

ZDV SUHSDUHG DFFRUGLQJ WR WKH PHWKRG RI OLWHUDWXUH >�� �@�
3UHSDUDWLRQ RI F\FORKH[\O�W�EXW\OGLPHWK\ODPPRQLXP EURPLGH� ���� PRO W�EXW\O�

EURPLGH ZDV DGGHG GURSZLVH WR D VWLUUHG VROXWLRQ RI ���� PRO 1�1�GLPHWK\OF\FOR�
KH[\ODPLQH LQ � PO RI PHWKDQRO PDLQWDLQHG DW �R&� 7KH LFHEDWK ZDV UHPRYHG DQG WKH
UHDFWLRQ PL[WXUH ZDV VWLUUHG � K DW ��R&� WKH VROXWLRQ ZDV WKHQ SRXUHG LQWR �� PO RI
HWKHU� ILOWHUHG� DQG ZDVKHG ZLWK HWKHU� 'U\ LW DW URRP WHPSHUDWXUH LQ D .2+ YDFXXP
GHVLFFDWRU IRU � GD\V EHIRUH XVH >�@� $QDO\VLV IRU F\FORKH[\O�W�EXW\OGLPHWK\ODP�
PRQLXP EURPLGH >&�+��1�&+����&�&+����@%U LV DV IROORZV &� ������������� +�
����������� 1� �����������

3UHSDUDWLRQ RI F\FORKH[\O�W�EXW\OGLPHWK\ODPPRQLXP WHWUDSKHQ\OERUDWH� 7KH
FRPSRXQG ZDV SUHSDUHG E\ WKH DGGLWLRQ RI D �� H[FHVV RI IUHVKO\ SUHSDUHG
���� PRO O−� VRGLXP WHWUDSKHQ\OERUDWH VROXWLRQ WR D ���� PRO O−� VROXWLRQ RI F\FOR�
KH[\O�W�EXW\OGLPHWK\ODPPRQLXP ERULGH� 7KH UHVXOWDQW SUHFLSLWDWH ZDV DOORZHG WR
VWDQG �� PLQ DQG ZDV WKHQ ILOWHUHG� DQG ZDVKHG VHYHUDO WLPHV ZLWK ZDWHU� 7KH FRP�
SRXQG ZDV UHFU\VWDOOL]HG IURP DQ DFHWRQH�ZDWHU ���� Y�Y� VROXWLRQ� 'U\ LW DW URRP
WHPSHUDWXUH LQ D YDFXXP GHVLFFDWRU IRU � GD\V� $QDO\VLV IRU F\FORKH[\O�W�EXW\OGL�
PHWK\ODPPRQLXP WHWUDSKHQ\OERUDWH >&�+��1�&+����&�&+����@%3K� LV DV IROORZV�
&� ������������� +� ����������� 1� ����������� %� �����������

3K\VLFDO PHDVXUHPHQW

7* DQDO\VLV ZDV FDUULHG RXW RQ D 3HUNLQ (OPHU 7*$�� WKHUPRJUDYLPHWULF DQD�
O\]HU DW DQ 2� IORZ UDWH RI �� PO PLQ

−� DQG D KHDWLQJ UDWH ���� GHJ PLQ
−�� 7KH

DPRXQW RI VDPSOH XVHG ZDV ����� PJ� DQG WKH WHPSHUDWXUH UDQJH ZDV �� WR ���R&�
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89 VSHFWUD ZHUH UHFRUGHG RQ D 6KLPDG]X ��� VSHFWURPHWHU� ,5 VSHFWUD RI WKH SURG�
XFWV RI WKHUPDO GHFRPSRVLWLRQ ZHUH H[DPLQHG RQ D 6KLPDG]X ��� LQIUDUHG VSHFWUR�
SKRWRPHWHU �.%U SODWHV� ����a��� FP−�� DW HYHU\ VWDJH�

&RPSRQHQW DQDO\VLV

%3K�
− LRQV FRQWHQW LQ WHWUDSKHQ\OERUDWH ZDV GHWHUPLQHG DFFRUGLQJ WR WKH UHSRUWHG

JHQHUDO SURFHGXUH >�@� &� + DQG 1 FRQWHQW ZHUH GHWHUPLQHG E\ XVLQJ D 3HUNLQ (O�
PHU ��� HOHPHQWDO DQDO\]HU�

5HVXOW�DQG�GLVFXVVLRQ

7KHUPDO GHFRPSRVLWLRQ SURFHVV

7KH 7*�'7* FXUYHV DUH VKRZQ LQ )LJ� �� 7KH 7*�'7* FXUYHV LQGLFDWH WKDW WKH
FRPSRXQG XQGHUJRHV D WKUHH�VWDJH R[LGDWLYH GHFRPSRVLWLRQ SURFHVV� RQH IDVW R[LGD�
WLYH VWDJH� DQG WZR VORZ R[LGDWLYH VWDJHV�

)LJ� � 7* DQG '7* FXUYHV RI >&�+��1�&+����&�&+����@%3K�

)LJ� � ,5 VSHFWUD RI �D� >&�+��1�&+����&�&+����@%3K�� �E� SURGXFW RI GHFRPSRVLWLRQ XS WR
��� .� DQG �F� SURGXFW RI GHFRPSRVLWLRQ XS WR ��� .
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7KH ,5 VSHFWUD RI WKH SURGXFWV RI WKHUPDO GHFRPSRVLWLRQ DW YDULRXV VWDJHV ZHUH
H[DPLQHG LQ )LJ� �� 7KH ,5 VSHFWUXP RI WKH UHVLGXH DIWHU GHFRPSRVLWLRQ XS WR ��� .
LV PXFK GLIIHUHQW IURP WKDW RI F\FORKH[\O�W�EXW\OGLPHWK\ODPPRQLXP WHWUDSKHQ\OER�
UDWH� 7KH ,5 DEVRUSWLRQ SHDNV RI γ&−+ �����a������ δ&+

�

������� δ&+
�

����� FP−�� RI
DON\O� DQG WKH SHDNV RI &�&+��� VNHOHWRQ YLEUDWLRQ ������ ���� FP

−�� DUH DOO ORVW� %XW
WKH ,5 DEVRUSWLRQ SHDNV RI γ&−+ ����� FP

−��� & & DQG & & ������ �����
���� FP−�� RI SKHQ\OV DUH VWLOO REVHUYHG� 6HYHUDO QHZ SHDNV RI γ%−2 DQG γ%−2−% LQ WKH
UHJLRQ ����a���� FP−� DUH DOVR REVHUYHG�

7KLV VKRZV WKDW SKHQ\OV DUH VWLOO SUHVHQW LQ WKH WHVWHG VXEVWDQFH� EXW F\FORKH[\O�
W�EXW\OGLPHWK\O DPPRQLXP LRQ LV QRW� :LWK WKH 7* FXUYHV� WKH SUREDEOH SURGXFW RI
GHFRPSRVLWLRQ DW WKLV VWDJH LV %�2�3K� �PDVV ORVV� FDOF� ������ IRXQG ��������

7DEOH � )XQFWLRQ IRUPV XVHG IRU SUHVHQW DQDO\VLV

)XQFWLRQ 1R� I�α� J�α�

� ����α� α�

� >±OQ��±α�@±� α���±α�OQ��±α�

� ���>��±α�±���±�@±� ��±���α�±��±α����

� �����±α����>�±��±α����@±� >�±��±α����@�

� ������α����>���α����±�@±� >���α����±�@�

� �����±α����>^����±α����±�`@±� >^����±α����±�@�

� ���α±��� α���

� ��±α� ±OQ��±α�

�±�� ���Q���±α�>±OQ��±α�@±�Q±�� >±OQ��±α�@Q

Q ����� ���� ���� ����

��±�� Q��±α��Q±���Q �±��±α���Q

Q ��� ��

��±�� ���Q�α±�Q ±�� αQ

Q ��� ���� ���� ����

�� ��±α�� ��±α�±�±�

�� ��±α���� ��±α�±���

��±�� ���Q���±α�>±OQ��±α�@±�Q±�� >±OQ��±α�@Q

Q ��� �� ��

�� �����±α�� >����±α�@�±�

�� ���±α���� �±��±α����

�� �>�±��±α����@�����±α���� >�±��±α����@���

�>�±��±α����@�����±α���� >�±��±α����@���

��±�� ���Q���±α�±�Q±�� �±��±α�Q

Q ��� �� ��
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7KH ,5 VSHFWUXP RI WKH SURGXFW RI GHFRPSRVLWLRQ XS WR ��� . LV VLPLODU WR WKDW
RI WKH UHVLGXH %�2�3K�� 7KH SHDNV RI & & DQG & & RI SKHQ\OV DW ����� ���� FP−�

DQG WKH SHDNV RI γ%−2 DQG γ%−2−% LQ WKH UHJLRQ RI ����a���� FP
±� H[LVW \HW� 7* VWXG�

LHV VKRZ WKDW WKH SUREDEOH SURGXFW DW WKLV VWDJH LV %�2�3K� �PDVV ORVV� FDOF� ������
IRXQG ��������

7KH ILQDO R[LGDWLYH GHFRPSRVLWLRQ VXEVWDQFH LV FRQVLGHUHG WR EH %�2� �PDVV ORVV�
FDOF� ����� IRXQG �������� ,W ZDV DOVR FRQILUPHG E\ D FKHPLFDO DQDO\VLV PHWKRG�
ZKHQ D VROXWLRQ RI FDUPLQLF DFLG RI GHQVH VXOIXULF DFLG ZDV DGGHG WR WKH UHVLGXH� D
UHG VROXWLRQ ZDV FKDQJHG LQWR D EOXH VROXWLRQ�

%LSKHQ\O ZDV GHILQLWHO\ LQGLFDWHG LQ WKH HIIOXHQW JDV PL[WXUHV LQ WKH ILUVW DQG WKH
VHFRQG GHFRPSRVLWLRQ VWDJHV� UHVSHFWLYHO\� 89 DEVRUSWLRQ PD[LPD DW ��� QP DQG
WKH UHJLRQ RI ���a��� QP� FKDUDFWHULVWLF RI ELSKHQ\O� ZDV REVHUYHG LQ WKH HWKDQRO
VROXWLRQ RI WKLV PL[WXUH JDVHV�

7KHVH UHVXOWV VXJJHVWHG D SRVVLEOH GHFRPSRVLWLRQ SURFHVV RI F\FORKH[\O�W�
EXW\OGLPHWK\ODPPRQLXP WHWUDSKHQ\OERUDWH XQGHU 2� FRQGLWLRQ DV IROORZLQJ�

>&�+��1�&+����&�&+����@%3K�
���±��� .

%�2�3K�
���±��� .

%�2�3K�
���±��� .

%�2�

1RQ�LVRWKHUPDO NLQHWLF VWXGLHV IRU WKH ILUVW GHFRPSRVLWLRQ SURFHVV

7KH SRVVLEOH IRUPV RI I�α� DQG J�α� DUH OLVWHG LQ 7DEOH �� 7KH RULJLQDO GDWD RQ WKH
ILUVW GHFRPSRVLWLRQ SURFHVV RI F\FORKH[\O�W�EXW\OGLPHWK\ODPPRQLXP WHWUDSKHQ\O�
ERUDWH DUH OLVWHG LQ 7DEOH ��

8VLQJ WKH SRVVLEOH IRUPV RI J�α� DQG I�α� LQ 7DEOH �� WKH GDWD LQ 7DEOH � DUH DQD�
O\]HG E\ XVH RI (TV ��� DQG ���� )RU (TV ��� DQG ���� WKH NLQHWLF DQDO\VLV LV FRPSOHWHG

E\ WKH OLQHDU OHDVW VTXDUH PHWKRG RQ D FRPSXWHU� 7KH UHVXOWV DUH VKRZQ LQ 7DEOH ��

7DEOH � 7*�'7* GDWD RQ WKH WKHUPDO GHFRPSRVLWLRQ RI >&�+��1�&+����&�&+����@%3K�

1R� 7�. α Gα�GW

� ������ ������� ������

� ������ ������� ������

� ������ ������ ������

� ������ ������ ������

� ������ ������ ������

� ������ ������ ������

� ������ ������ ������

� ������ ������ ������

� ������ ������ ������

�� ������ ������ ������
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7DEOH � 5HVXOWV RI NLQHWLF DQDO\VLV RI >&�+��1�&+����&�&+����@%3K� LQ WKH ILUVW GHFRPSRVLWLRQ
SURFHVV

)XQFWLRQ 'LIIHUHQWLDO PHWKRG ,QWHJUDO PHWKRG

1R� OQ$�6
±�

(�N- PRO
±�

U OQ$�6
±�

(�N- PRO
±�

U

� ������ ������ ������ ������ ������ ������

� ������ ������ ������ ������ ������ ������

� ������ ������ ������ ������ ������ ������

� ������ ������ ������ ������ ������ ������

� ������ ������ ������ ������ ������ ������

� ������ ������ ������ ������ ������ ������

� ����� ������ ������ ����� ������ ������

� ����� ������ ������ ����� ������ ������

� ����� ������ ������ ����� ������ ������

�� ����� ������ ������ ����� ������ ������

�� ����� ������ ������ ����� ����� ������

�� ����� ������ ������ ����� ����� ������

�� ����� ������ ������ ����� ������ ������

�� ����� ������ ������ ����� ������ ������

�� ����� ������ ������ ����� ������ ������

�� ����� ������ ������ ����� ����� ������

�� ����� ����� ������ ����� ����� ������

�� ����� ����� ������ ����� ����� ������

�� ������ ������ ������ ����� ������ ������

�� ������ ������ ������ ����� ����� ������

�� ������ ������ ������ ������ ������ ������

�� ������ ������ ������ ������ ������ ������

�� ������ ������� ������ ������ ������� ������

�� ������ ������ ������ ������ ������ ������

�� ����� ������ ������ ����� ������ ������

�� ����� ������ ������ ����� ������ ������

�� ����� ������ ������ ����� ������ ������

�� ����� ������ ������ ����� ������ ������

�� ±���� ±����� ������ ����� ������ ������

�� ±����� ±������ ������ ����� ������ ������
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$ PHWKRG RI VHOHFWLRQ RI WKH PRVW SUREDEOH IXQFWLRQ RI WKHUPDO GHFRPSRVLWLRQ
PHFKDQLVP ZDV VXJJHVWHG E\ =KDQJKXDL HW DO� >�@ RQ WKH EDVLV RI FRPSDULVRQ RI NL�
QHWLF SDUDPHWHUV YDOXHV RI ( DQG $ REWDLQHG E\ XVH RI (TV ��� DQG ��� DPRQJ WKRVH
IXQFWLRQV ZKLFK KDYH EHWWHU FRHIILFLHQWV� 7KLV PHWKRG ZDV DOVR XVHG WR FRQFOXGH WKH
IXQFWLRQ RI GHFRPSRVLWLRQ PHFKDQLVP RI VRPH FRPSRXQGV LQ RXU SUHYLRXV SDSHUV
>�� ��@� $FFRUGLQJ WR WKLV� RQO\ 1R� � LQ 7DEOH � KDV DSSUR[LPDWHO\ WKH VDPH YDOXHV
RI ( DQG OQ$ EHWZHHQ WKH WZR HTXDWLRQV� DQG WKH FRHIILFLHQWV DUH DOVR JRRG� 7KXV WKH
PRVW SUREDEOH IXQFWLRQ RI PHFKDQLVP RI WKH ILUVW R[LGDWLYH GHFRPSRVLWLRQ VWDJH RI
>&�+��1�&+����&�&+����@%3K� FDQ EH FRQFOXGHG DV WKH IXQFWLRQ RI 1R� � LQ 7D�
EOH �� 7KH NLQHWLF HTXDWLRQ RI WKLV VWDJH LV

Gα�GW  $H[S�− (�57������ � α����>�� � α���� − �@−�

  

7KLV ZRUN ZDV VXSSRUWHG E\ WKH VFLHQFH JUDQW RI 6KDQGRQJ SURYLQFH RI 1R� <��%������

5HIHUHQFHV

� *� :LWWLJ DQG 3� 5DII� $QQ�� ��� ������ ����
� %� 1� 1� $FKDU� 3URF� ,QW� &OD\ &RQI�� 9RO� �� -HUXVDOHP� ����� S� ���
� $� :� &RDWV DQG -� 3� 5HGIHUQ� 1DWXUH� �� ������ ����
� -� 0FNHQQD DQG -� %� 6OLQJHUD� -� &KHP� 6RF�� ������ �����
� 5� )� %RUFK� 2UJ� 6\Q�� �� ������ ����
� 5� '� %DFK� -� 2UJ� &KHP�� �� ������ �����
� 2� 3RSRY\FK� $� *LERIVN\ DQG '� %HUQH� $QDO� &KHP�� �� ������ ����
� 6� =KDQJKXDL DQG 6� 7RQJVKDQ� &KHP� -� &KLQHVH 8QLYHU�� �� ������ ����
� =� %DR[XH� =� :HLNH� =� /L]KXDQJ DQG :� ;LDROLQJ� -� 7KHUPDO $QDO�� �� ������ ����
�� :� 'DTLQJ� =� %DR[XH� -� <XDQMLDQJ� 6� )HQ DQG )� <LSLQJ� -� 7KHUPDO $QDO�� �� ������
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